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Die mit der Zahl der anellierten Ringe abnehmende Stabilitat
linearer Polyacene wird durch die Benzol-Charakterordnungen
erklirt. Die Brownschen p-Lokalisierungsenergien und die Benzol-
Charakterordnungen werden fiir den mittleren Ring (p = 0,800,
Ly = 3,12 8) und fur die randstindigen Ringe (p = 0,885,
Ly = 3,61 B) eines unendlich langen Polyacens berechnet. Diese
Berechnung erfolgt auf Grund der Energieeigenwerte und
Bindungsordnungen und fithrt auf elliptische Integrale.

The well known fact that the stability of linear polyacenes
decreases with the number of anellated rings is explained by the
benzene character orders. Brown’s p-localisation energies and
the benzene character orders for the middle ring (¢ = 0,800,
Ly = 3,12 8) and for the endpositioned rings {(p = 0,885, L, =
3,61 8) of a polyacene with an infinite number of rings are
calculated. This calculation, based on the energy eigenvalues and
the bond orders, leads to elliptical integrals.

Die chemische Erfahrung lehrt, dafl die mittleren Ringe eines Poly-
acens um so reaktiver werden, je grofler die Anzahl der linear anellierten
Benzolringe ist. Dies kann sich etwa bei Diels—A4lder-Reaktionen mit
Maleinséiureanhydrid® 2 ausdriicken, oder darin, dafl z.B. Pentacen
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schon beim Erhitzen in 6,13-Dihydro-pentacen. tibergeht, ferner Heptacen
aus Dihydro-heptacen iiberhaupt nicht durch Dehydrierung darstellbar
ist3; 4b, ¢, Clarte erkliart dies dadurch, daB in einem Polyacen — radikali-
sche Strukturen ausgeschlossen — nur ein einziger Benzolring ein Elek-
tronensextett besitzen kénne; dieser ausgezeichnete Benzolring sei aber in
dem Polyacen nicht lokalisiert, sondern fluktuiere vielmehr tiber das ganze
Molekiil, so dafl das Elektronensextett gewissermaBen auf alle Benzolringe
des Molekiils verteilt sei. Eine unmittelbare Folge dieser Verteilung ist die
Abnahme des benzolischen Charakters der lokalen Sechsringeinheiten mit
zunehmender Lénge des Acens.

Eine quantenchemische Begriindung fiir die Clarschen Vorstellungen
wurde kiirzlich gegeben5. Als Maf} fiir die Reaktivitidt an p-sténdigen
C-Atomen eines Benzolringes kann die p-Lokalisierungsenerige® Ly, oder
die mit ihr gut korrelierende Benzol-Charakterordnung?! ppenzeia heran-
gezogen werden. Ziel der vorliegenden Arbeit war die Berechnung der
Benzol-Charakterordnungen® in Polyacenen und deren Diskussion. Wir
benutzen hierbei die in Abb. 1 dargestellte Numerierung der C-Atome.

Im Molekiildiagramm eines unendlich langen Polyacens (Abb. 2) sind
die Bindungsordnungen eines endstédndigen und eines mittleren* Ringes
dargestellt, in Tab. 1 sind die auf {iblichem Wege numerisch berechneten
benzolischen Charakterordnungen und die p-Lokalisierungsenergien der
mittleren und duBeren Ringe fiir die ersten 20 linearen Polyacene ange-
geben. Beide GroBen, benzolische Charakterordnung und p-Lokalisie-
rungsenergie, dndern sich in charakteristischer Weise: Die benzolische
Charakterordnung (Benzol: gpenzoia = 1,000) nimmt rasch ab. Der fiir den
#uBeren Ring eines unendlich langen linearen Polyacens charakteristische
Grenzwert von ppenzoid = 0,885 wird -— auf drei Stellen genau — bereits
beim Hexacen erreicht. Obwohl die Abnahme der benzolischen Charakter-
ordnung des mittleren Ringes rascher vor sich geht, wird der fiir ein un-

* Vgl. Bemerkung im Kopf der Tab. 1.

8 H. A. Staab, Einfithrung in die theoret. org. Chemie, 3. Aufl., S. 103 bis
104, Weinheim 1962.

4 E. Olar, Polycyelic Hydrocarbons I, London 1964, a) S. 34; b) S. 423 bis
436; c) S. 455—461.

5 0. E. Polansky und G. Derflinger, Internat. J. Quantum Chem. 1, 379
(1967).
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endlich langes Polyacen charakteristische Grenzwert von ppenzoig = 0,800
erst beim Hexadecacen erreicht. In #Zhnlicher Weise verhalten sich die
p-Lokalisierungsenergien, fiir den dufleren Ring erhdlt man bereits bei
Pentacen den Grenzwert von 3,61 B-Einheiten, fiir den mittleren Ring ist
die Abnahme im allgemeinen schneller und stérker, das Erreichen des

Tabelle 1. Benzol-Charakterordnungen 103 - ppenzoid und p-Lokalisie-
rungsenergien I, linearer Polyacene

In der Spalte mit v = 1 stehen die Charakterordnungen der randstidndigen,
in der ,,Diagonale* die der mittleren Benzolringe, berechnet nach dem Ver-
fahren® f = m*c. Ist N gerade, so sind als ,,mittlere Ringe’* jene zu verstehen,

die die Bindung von N + 1 zu N + 1 enthalten.

Anzahl Ring- 102 - pyenzoia ‘LD e 5
d. Ringe, Nr.» 5 mitt-  endstdn-

N v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 lerer diger
Ring Ring

1 1000 4 4
2 912 3,68 3,68
3 893 840 3,31 3,63
4 888 825 3,25 3,62
5 886 821 811 3,18 3,61
6 885 819 807 3,16 3,61
7 885 819 806 804 3,14 3,61
8 885 819 806 803 3,13 3,61
9 885 819 806 802 862 3,13 3,61
10 885 819 806 802 801 3,12 3,61
i1 885 819 806 802 861 801 3,12 3,61
12 885 819 806 802 80G1 801 3,12 3,61
13 885 819 806 802 801 801 801 3,12 3,61
14 885 819 806 802 801 801 801 3,12 3,61
15 885 B819 806 802 80t 801 801 801 3,12 3,61
16 885 819 806 802 8G1I 801 800 800 3,12 3,61
17 885 819 806 802 801 801 800 800 800 3,12 3,61
18 885 819 806 802 801 801 800 800 800 3,12 3,61
19 885 819 806 802 861 801 800 800 800 800 3,12 3,61
20 885 819 806 802 801 801 800 800 800 800 3,12 3,61

* Numerierung der Ringe vom Rand zur Mitte fortschreitend.

Grenzwertes (3,12 B-Einheiten) erfolgt aber erst beim Undecacen. Einen
ahnlichen Gang zeigen die Bindungsordnungen beim Ubergang vom Benzol
{(Portho = 0,667, Dmeta = 0, Ppara = — 0,333) zum unendlich langen
Polyacen (s. Abb. 2).
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Diese Zahlen erkliren, warum ein Acen bevorzugt an den mittleren
Ringen angegriffen wird und aus welchem Grund ferner héhere Acene
instabil sind: Die hohe Reaktivitit der mittleren Ringe entspricht ihrer
geringen benzolischen Charakterordnung, die Instabilitdt héherer Poly-
acene folgt aus der Zunahme der Zahl dieser hochreaktiven ,,mittleren*
-Ringe. Da die benzolischen. Charakterordnungen mit den p-Lokalisierungs-
energien ziemlich streng korrelieren?, ergeben diese das gleiche Bild.

&g
1
578 885 (471
kl
INL.
2
. pyg = -207 10° py, 3z =141
103. py7 = 37 10° . pysy oo = 437

Abb. 2. Bindungsordnungen und Benzol-Charakterordnungen (- 103)

Ermittlung der Grenzwerte

Bei der Ausfithrung der Rechnungen benutzten wir die von zwei von
uns (G.D.und H.S.) angegebenen® Ausdriicke fiir Molekiilorbitale (MO)
und Eigenwerte linear anellierter Polyacene

1 1 2N+1 . (—1l)mey . wkm _
v = mV sin (om +6Fm), (1)
O T onn V2N 12 W aN 2 Fm O

i skt @)

<Y)E§c°)=oc+%(c+YW), k=1,2,..., N+

i %
W= V9+Scos =17 ]/ gsmzﬂl\%?T)‘ (3)

In den Gl (1) und (2) bezeichnen ¢, bzw. ¢p die 2p,-Atomorbitale (AO)
an den Zentren m bzw. m (s. Abb. 1); N ist die Zahl der anellierten Ringe.

¢ besitzt die Werte:
{ + 1 fiir MO, die begziiglich o, symmetrisch,
c =

— 1 fur MO, die beziiglich s, antimetrisch sind.

¢ . Derflinger und H. Sofer, Mh. Chem. 99, 1866, (1968).
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v besitzt die Werte:
~+ 1 fir bindende MO,
7= 1 fiir gegenbindende MO.

3 stellt die Kronecker-Delta-Funktion dar:
+ 1, wenn 4 = g,
Sy =

0, wenn 1 = j.

Im weiteren ist N ungerade zu verstehen; die Modifizierung der Formeln
fir Acene mit einer geraden Anzahl von Benzolringen ist trivial und wird
daher nicht explizit vorgenommen.

p-Lokalisierungsenergien

Um die p-Lokalisierungsenergie L, fiir den mittleren Benzolring eines
Polyacens mit 4N -- 2 Atomen zu berechnen, hat man von der Gesamt-
energie des Acens mit N Ringen die Energie der beiden Acen-Bruchstiicke
mit je (N — 1)/2 Ringen abzuziehen. Die Gesamtenergie & eines Acens mit
N Ringen betragt, wie sich aus den Energieeigenwerten (2) ergibt:

N+1 8 N 8
En=2{2 [d+—§(1+VV)] + X [a+1(—1+W)]}:

B=1 = 2

X
:(4N+2)m+23(1+glw). (4)

Im weiteren setzen wir den Ursprung der Energieskala so an, daB o = 0
ist. Damit ergibt sich L;, des mittleren Ringes:

N+1 —_—
+ k

erm =28 2 (__1)k+1]/9 4 8 cos N1 =

N / ntk / Tc(k—Ll))
gk}l‘,g(l/ +8 c0s o — 194—8 N (5)

* Wenn bei einer Summe ¥ nur die untere und obere Summationsgrenze
angegeben sind, dann durchliuft der Summationsindex alle natiirlichen Zahlen
innerhalb dieser Grenzen. Liuft die Summation nur iiber ungerade bazw.
gerade Werte des Indexes, so deuten wir dies durch Angabe der ersten beiden
Werte des Summationsindexes an: 3 bzw. 3; in diesen Symbolen ist hier

. . E=1,8 k=24
die obere Grenze nicht angegeben.




1900 H. Sofer u. a.: [Mh. Chem., Bd. 99

Durch Erweitern der Differenz in (5) mit der Summe der beiden Wurzeln

folgt:
nk nw¢4»
2 8lcos —— — cos
o _gg ;: ( N1 N-+1
P - Pt —
k=13 nk m(k-41)
9 — _—
]/ +ScosN+1—rl/9+8005 N1

Die Entwicklung der zweiten Wurzel des Nenners als Taylor-Reihe an
der Stelle w &/(N +- 1) fithrt zu:

N cos—ﬁ—k——cos ,Ttk —+ sin mk sin T
Lg‘imzlfiﬁ ¥ N+1 l\+1 N—‘—l N-+1 N+1:
E=1 . Tk
on N1
2WE1—
N+19—!~8c0s—7i
N+t
¥ (1——cos T )cos mk sin mk
—88 ¥ N+1 N+1—|—sin T N+1
p=1,3 W{a—..) N+t W{ia—..)

Beim Ubergang zum Polyacen mit unendlicher Ringzahl (N — o)
reduzieren sich die Nenner in (6) einfach zu W. Ferner kénnen wir die von

2

der Laufzahl k unabhingigen Faktoren |1 — cos " Jdurch — "

N+1 2 (N 4 1)2

und sin — " durch —~__ ersetzen und vor das Summationszeichen
N1 N+i

ziehen. Damit erhélt man

N N
mem =88 [hm G % _1 4 lim T b 1 sin n—k] {7)

N—om (N'l‘ 1)2 = 1,3W N+1 V»mN+1k=1,3W N+1

i1 wk . .
‘Wegen | — __ "% | « 1 ist der erste Grenzwert gleich Null. Da ferner
ege ‘ W cos N1 erste g

allgemein fiir jede stetige Funktion £

1 k NS A I -
b B ) =2 w3, ) -

. 1 - 1
=2lm 3 1,632:’41"(***):4 f(z) dw (8)
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gilt *, folgt aus (7):

N
: ) T 1 . nk
L —aplim ooy B g sin gy =
16 ™2 sinxcosxda
e [ e = 3,123105626 8. 9

V17d ]/1 wgsinzx

17

Im Anhang ist die Auswertung dieses Integrals angegeben.

Zur Berechnung der p-Lokalisierungsenergie fiir den endstdndigen
Benzolring (Stellung 2 und 2 in Abb. 1) ist von der Energie des Polyacens
(4 N + 2) Atome jene des Acens mit (4 N ~— 2) Atomen und jene von
Athylen (2 ) abzuziehen. Im Gegensatz zu L, des mittleren Ringes sind
hier die Eigenschaften des N-Acens und des {N — 1)-Acens fiir grofle N
sehr dhnlich, so dafl man auf dem Wege iiber die mittlere Energie eines
n-Elektrons () zum gesuchten L, kommt: Aus

k
g, = lim T

B 1 X
_P o elim v
s ANz PN 2<N+1)k§1V9+8°°SN+1

I VA
o= e —_ d =
- { 1 ;7 Snfede

]

—=B8(9U +8Q) :%(17 T, — 16 T,) = 1,402835526 & (10)

folgt fiir LI
L% = 4e —28 = 3,611342102 8. (11)
Das in (10) auftretende Integral sowie die HilfsgroBen U, & und T, sind im

Anhang erldutert; sie werden hier und in der Folge iibersichtlichkeitshalber
angefihrt.

Bindungsordnungen des mittleren Benzolringes
Die Bindungsordnung p;; ist bekanntlich definiert durch
Dy = 2 %k Cik Gk,
2

worin die Besetzungszahl ny fiir besetzte MO den Wert 2 und fiir nicht-
besetzte den Wert 0 hat; in diesem Falle sind alle bindenden MO (y = + 1)
doppelt besetzt, alle gegenbindenden MO unbesetzt. Die allgemeinen Aus-
driicke fir die LCAO-MO-Koeffizienten c¢;; kénnen Gl. (1) entnommen
werden.

* Die Summen in (8) kénnen als Riemannsche Summen aufgefaft werden.
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Da die Polyacene alternierende Kohlenwasserstoffe sind, ergibt sich
eine Reihe von Bindungsordnungen zu Null?:

Pur = Pus = Pgg = Pgg = Puj = Piig = 0. (12)

Hierin stehen v und » allgemein fiir die ungeradzahligen, ¢ und g fiir die
geradzahligen Zentren in Abb. 1.

Unter Verwendung der in Gl. (1) enthaltenen Ausdriicke fiir die sechs
LCAO-MO-Koeffizienten. der den mittleren Benzolring aufbauenden
Atome erhalten wir fiir die Bindungsordnung zwischen dem sekundéiren
und dem benachbarten tertidiren C-Atom des mittleren Ringes

n N1

E)—{—Scosﬁﬂ

] R D . L
g PN, N1 = 2N+2NTL,G§E3 - <k MENFig Ik

Wegen des letzten Faktors sin %k fallen alle Glieder fiir gerade k weg.

Unter Verwendung der fiir ungerade & geltenden Identitét

1 ~ . m Nk _2 mk
N+1

kann (13) umgeformt werden in

i 4 ; 1 - nk
PN, N+1 = lejoN—f—1k13W COSN—i—l
=4(U 4+ G)=4(T,—T,) = 0,6921682745 . (15)

Analog erhilt man fiir die Bindungsordnung zwischen zwei benachbarten
tertidren C-Atomen des mittleren Ringes:

2N+1 N->w 2(N+1)k=1

N + 1 = (— 1)% cos Nl—l—k—l lassen sich die Glieder mit cos ; 1-\{1—]01
in zwei Summen, und zwar in eine mit geraden k und in eine mit ungeraden k,
zusammenfassen, wobei wegen (8) die entsprechenden Grenzwerte entgegen-
gesetzt gleich sind und daher zusammen Null ergeben. Daher erhalten wir

schlieBlich

‘Wegen cos

Py, F = 2U = T, = 0,4369979531. (16)

7 L. Salem, Molecular Orbital Theory of Conjug. Systems, S. 38—39;
New York und Amsterdam.

(13)

ol %isinz" NE _ o 1 N1 1 =Nk
s 12w - wow N 1)
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Fir die para-Bindungsordnungen zwischen den tertidren (py yi2)
bzw. sekunddren C-Atomen (py,, yxyj) des mittleren Benzolringes
erhalten wir auf gleiche Art:

il Y Tlam® F _spr et
P‘IN+2—1mN+1]*13W n N—}—l_ =
= —0,1409138158, (17)
—2 ¥ 4

—>ooN+1kzl3W

Die anderen Bindungsordnungen sind wegen (12) Null.

PY4L KT = = 20U =—Ty=—0,4369979531. (18)

Wie aus Tab. 1 zu ersehen ist, nidhern sich die Charakterordnungen der
Benzolringe, wenn man vom Rand ins Innere fortschreitet, sehr rasch denen
des mittleren Benzolringes. Dasselbe gilt auch fiir die Bindungsordnungen?: °.

Daher ist es sinnvoll, auch die mittlere ortho-Bindungsordnung p eines un-
endlich langen Polyacens zu berechnen:

_ 1 2 1
p=c (4P, §+1 -+ PN, R) = 5(9 U+ 86G) = ; (17T — 16 T,) =
— 0,5611342102. (19)*

Bindungsordnungen des endstiindigen Benzolringes

Durch Umformung von

1 , 2 X 1 k.o 2k
épm:h}fﬁl‘,Z(NJrl)El]/lh =k M I N1 eINTI
/ 9+8 cosN+ i

ergibt sich
2 N g ok . Tk
P12 1\%1—31; N1 kZI 7 cos? - TNLD) Sng(N—[— 5= 16(T,—T,) =
— 0,7425864274. (20)

* Wir weisen auf den Zusammenhang zwischen ¢, [Gl. (10)] und p hin;
fiir Kohlenwasserstoffe gilt

Anzahl der Bindungen
hl der bindenden Elektronen’

= ZBIj'Anza

in unserem Fall ergibt sich:
_ 5 5 _
e = 2Bp-%=7ﬁp-
8 C. A. Coulson und A. Streitwieser, Dictionary of n-Eleciron Calculat.,
S. 39, 44 und 59, Oxford und London 1965.

$ Heilbronner-Straub, Hickel Molecular Orbitals, Springer-Verlag: Berlin-
Heidelberg-New York 1966.
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Fiir pas erhdlt man aus

L —1im_2~§ 1— ! sin T b o T _B3F
2 P = T 2N+ 1) v5 e B S i
’ 9+8003N+1

in analoger Weise

= lim ———2 ; 8 s-ﬂi—k—' k 3 sin k —4 w_k =
Pey =1 gy 2 O g w Mg N 0 2N—|—1 S N 11
e 16[(3T,—3T,) — (4T, —4Tg] = 16(3T,— 7T, + 4Ty —

= 0,5281992785. (21)

Ebenso ergibt sich:

2 X1 x k
=1l 2 —9T, =
P N+15W sin 2 N-+1 2Ta=2(U—6)
— 0,5779117689. (22)
2 31 .,m 3k
1 ——»——-——:
Pig =lm g B rsin® o g
2 X4 k 7 2
— 1ms —_—
I?E;N—szlW(g T S ke
=2(9T,— 24T, - 16 T;) = 0,4707181945 (23)

Fiir die para-Bindungsordnungen des endstdndigen Benzolringes folgt:

- —1lim ; 1 sin © k gin T 3k
P NF 12 W e N+l e NFT
~2(3T,—4T,) = —0,2066185552, (24)
2 X __4 n 2k
S o~ T G2 ._
P2 = N AW Y AN
8 ol 1 T k T k
LT S
§‘$N+1,§1W S e NF1L Y I NF1
— _8(T,— T, = —0,3712932137. (25)

Die anderen Bindungsordnungen sind wegen (12) Null.
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Berechnung der Benzolcharakterordnungen

Es wird die von zwei von uns (0. E. P. und G. D.) abgeleitete Formel®
angewendet:

1
Pbenzoid == ~o- (2 % portho — X Ppara) - (26)

Setzt man fir den mittleren Ring die in den Gin. (15) bis {18}, fir den
endstindigen Ring die in den Gln. (20) bis (25) angegebenen Bindungs-
ordnungen in Gl. (26) ein, so erhélt man

oRltl 08004626215, (27)
enzoid
pendst  — (0,8849925638. (28)

Bradburn, Coulson und Rushbrooke® geben fiir ¢ den Wert 1,4028 8 und
fiir die mittlere Bindungsordnung p = 0,5611 an. Diese auf vier Dezimalen
angegebenen Werte stimmen mit den von uns berechneten [Gl. (10) und
(19)] iiberein.

Um die numerischen Rechnungen ausfiihren zu kénnen, mufBten
Programme in Fortran IV fiir die Berechnung der Charakterordnung, der
hypergeometrischen Rejhe und der Betafunktion B (w,2) mit (u -+ 2)
ganzzahlig verfalit werden, welche bei einem von uns (H. 8.) angesprochen
werden kénnen.

Dem Vorstand des Instituts fiir Numerische Mathematik an der
Technischen Hochschule Wien, Herrn Prof. Dr. H. J. Steiter danken wir
fiir die Bereitstellung von Rechenzeiten an der elektronischen Rechen-
anlage IBM 7040 der Technischen Hochschule Wien.

Anhang
Berechnung einiger elliptischer Integrale

Die vollstdndigen Legendreschen Normalintegrale erster1: 13v, ¢ ynd
zweiter 115 122, 131, ¢ Gattung sind gegeben durch

1 M. Bradburn, C. A. Coulson und G. 8. Rushbrooke, Proc. Roy. Soc.
(Edinburgh) 62 A, 336 (1946).

11 E. Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven,
Leipzig und Berlin 1923, Kapitel X1: Elliptische Integrale und Funktionen.

2 W. Grébner und N. Hofreiter, Integraltafel I, Wien 1961, a) S. 59;
b) S. 64.

B W. Grébner und N. Hofreiter, Integraltafel 11, Wien 1961, a} S. 1—2;
b) S. 39—40; ¢) S. 104—106; d) S. 171.

Monatshefte fir Chemie, Bd. 99/5 121
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T da T 1)? 1-3\? 1-3-
K = e e ——— et 1 — 21— 4 [ 6 1 ol =
) f V1 —x2sin®z 2[ +(2 * (2 4 + 6) “ ]
T 1 1
—— - N 2
—2F(2,2,1,x), fnf <1 (29)
bzw. ‘
2 2 2 2
_—— T 117 %2 1-3)% % 1-3-5\"«8
E(x) = P s G [P el IO folid ISP g B
(%) OfVl x2 sin? x dw 2[1 (2) 1 (2.4) 3 (2-4-6) 5 ]
T 11
—_ e . 2
~.2F( 2,2,1,14), %] < 1. (30)
Die darin auftretende hypergeometrische Reihe F (...) ist definiert
alsl3a
NI PR IR T M
F s 2575 = Y3 1 '—1 —2. .3
(@ B v; 3) EO 3T (ys 15 v) Iyl <1, vy #0, 81)
die einzelnen Glieder enthalten Ausdriicke der Form
(m;d;vy=mm+d)(m42d) ... [m+ (v—1)d] (32)
mit
(m; d; 0)=1. (33)
. . N sinvaz
Bildet man von den 6fters auftretenden Summen des Typs D )uisniing
N+1;254 W
den Grenziibergang fiir N — oo, so ergibt sich allgemein:
/2
lim 1 X i - ginY 2z da .
N—>ooN+ k§1W 2N+1 7':]/17f
1——sm2

2 1 v+1 1 v+1 1 vy v+ 2 2 16
et B ] L L
‘WV17[2 ( 2 ’2)F( 2 "2 2 17) (34)
Das in (34) auftretende Integral ist ein elliptisches wie in (29) und (30).
Fiihrt man anstelle des hier konstanten Wertes 16/17 den Parameter »2

1 — e .
ein (statt —— ist Vl —x%zu setzen), so ergibt sich eine Funktion von x:
17

TV(K):2]/1‘—:;2 f’z _sinzxdx _

T b Y1 —x?sin?x

2yt —u? v+1 1 vl 1 ov+2 )
T C T TR
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Der Parameter » berticksichtigt also eine Flexibilitdt des in (34 a)
enthaltenen Integrals; fiir unsere Zwecke ist stets 2= 16/17, und deshalb
kann in der Folge auf die Angabe von » zumeist verzichtet werden.
Die Betafunktion (Eulersches Integral 1. Gattung)®2.d ist gegeben
durch

B(w,\) =B, n) = [lx”—l (1 —ap-1dg. (35)
J

In den Betafunktionen, die uns hier interessieren, sind sowohl p als auch
A halbzahlig, n = p + A aber ganzzahlig; sie werden am einfachsten
berechnet gemif

%__1 . ‘U'#Oy:‘tlij:2:““ (36)

n—u—1 T
sin pr’

By, n—yp) =(

Die Werte der Betafunktionen, der hypergeometrischen Reihen und
der T, sind fiir einige Argumente in Tab. 2 angegeben.

Tabelle 2.

Werte fir B(v~f2—1’ %),fﬁr F(szlv %’ V;23 g) und fir Ty
v B/x F Ty

0 1 1,801788719 0,4369979531
2 1/2 2,382791265 0,2889558844
4 3/23 2,666761307 0,2425442327
6 5/2¢ 2,849740298 0,2159886076
8 35/27 2,982029854 0,1977632548
10 63/28 3,084037045 0,1840753816
12 231210 3,166036050 0,1732221474
14 429/211 3,233910526 0,1642974712
16 6435/215 3,291333703 0,1567639047
18 12155/21¢ 3,340746016 0,1502775240
20 46189/218 3,383847024 0,1446055289
22 88179/219 3,421864878 0,1395833597
24 676039/222 3,455713936 9,1350906122
286 1300075/228 3,486091875 0,1310366780
28 50145757228 3,513542140 0,1273517583
30 9694845/22% 3,538495552 0,1239810117
32 300540195/231 3,561298866 0,1208806145
34 583401555/232 3,5682234892 0,1180150297
36 2268783825/234 3,601536988 0,1153550690
38 4418157975/235 3,619399704 0,1128764852

121*
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E (x) kann auf ein K (x) und ein T, (x) gemif (29) und (34) zuriick-
gefiihrt werden:

T2 dz w2 sin?xdax

—— 2
Of ]/1 —x2gin?x f ]/1 —x2gsin2x

1 3 1 3 1
= 2. Bl ). Y
K () —x 2]3(2,2) F(2,2,2,x)——

E(x)=

T

— K (%) —x? _
() = 2]/1—%2

Ty (%) (37)

Fiir zwei hiufig auftretende Grenzwerte werden eigene Symbole verwendet

L ¥ 9 1 VTG T
= lim —— — =—_K||/=]) === 0,2184989765
v leiNJrl :2 W =y17 ( 17) 2 (39)
N nk T
G = lim )y =2 Ty = 0,07045690792.  (39)

N—»wN“{"lk 13W PNT1T2

Zur numerischen Berechnung wurden die Werte der Tab. 2 heran-
gezogen; sie enthalten u.a. die Hilfsintegrale T, fiir das Argument
»2 = 16/17.

Das fiir (9) benétigte Integral 14B¢ sich elementar auswerten:

o 108 [anzimate iy ]
TN, ]/1 .yl 17 6
= (Y17 —1) 8 = 3,123105626 B. (40)

In (10) tritt der Ausdruck

lim % 9+ 8 cos (41)
im CO8
Now 2(N+1) 521 N1
f. Di ki it x= ——ﬂ:k— umgeformt wer;ien in
auf. Dieser kann mit x = TN ) gefo
V17 “/2]/ 16 ., Ji7 1/16
L — = — 42
Ttof 1 17smxdx - E Tk (42)

darin ist

E (]/ii;) — 1,068887916. (43)



