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Die mit  der Zahl der anellierten ~ inge  abnehmende Stabil i t~t  
linearer Polyacene wird dutch die Benzol-Charakterordmmgen 
erkli~rt. Die Brownschen p-Lokalisierungsenergien und die Benzol- 
Charakterordnungen werden fiir den mit t leren Ring (p ~ 0,800, 
Lp = 3,12 ~) und f/Jr die randst~ndigen Ringe (p = 0,885, 
Lp = 3,61 ~) eines unendlich langen Polyaccns berechnet. Diese 
Berechnung erfolgt auf Grund der Energieeigenwerte und 
Bindungsordnungen und fiihrt auf elliptische IntegrMe. 

The well known fact tha t  the  s tabi l i ty  of linear polyaeenes 
decreases with the  number  of anellated rings is explained by  the 
benzene character  orders. Brown's  p-localisation energies and 
the benzene character  orders for the middle ring (p = 0,800, 
Lp = 3,12 ~) and for the  endposit ioned rings (• = 0,885, Lp = 
3,61 ~) of a polyacene with an infinite number  of rings are 
calculated. This calculation, based on the energy eigenvalues and 
the bond orders, leads to elliptical integrals. 

Die ehemische E r f ah rung  lehr t ,  dab  die mi t t l e r en  Ringe  eines Poly-  
acens u m  so r eak t ive r  werden,  ]e grSBer die Anzah l  der  l inear  anel l ie r ten  
Benzolr inge  is~. Dies k a n n  sich e tw~ bei  D i e l s - - A l d e r - l ~ e a k t i o n e n  m i t  
Maleins/~ureanhydrid 1, ~ ausdr i icken,  oder  dar in ,  dab  z . B .  Pen t~cen  

* H . S . :  Ins t i tu t  fiir Physikalische Chemic der Technischcn Hochschule 
Wien, A-1060; G . D . :  dzt. Ins t i tu t  fiir Stat is t ik  an der Universit~t Wien, 
A-1010. 

x 2. Mitt. : H .  So]er, O. E.  Polanslcy und G. Der]linger, Mh. Chem. 99, 
1879 (1968). 

2 N .  Tyutyulkov und P.  Markov,  Mh. Chem. 99, 861 (1968). 
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schon beim Erhitzen in 6,13-Dihydro-pentaeen fibergeht, ferner Heptacen 
aus Dihydro-heptaeen fiberhaupt nieht dureh Dehydrierung darstellbar 
ist3; 4b, c. Clar4a erkliirt dies dadurch, dab in einem Polyaeen - -  radikali- 
sche Strukturen ausgesehlossen - -  nur ein einziger Benzolring ein Elek- 
tronensextett  besitzen kSnne; dieser ausgezeichnete Benzolring sei aber in 
dem Polyacen nicht lokalisiert, sondern fluktuiere vielmehr fiber das ganze 
Molekfil, so dab das Elektronensextett  gewissermal~en auf alle Benzolringe 
des Molekfils verteilt sei. Eine unmittelbare Folge dieser Verteilung ist die 
Abnahme des benzolisehen Charakters der lokalen Sechsringeinheiten mit 
zunehmender L~nge des Acens. 

2 /, N~'I -N "2N 
1 ~ 2 N + 1  

T ~  2 N*'--I 

Abb. 1 

~h 

Eine quantenchemische Begrfindung fiir die Clarschen Vorstellungen 
wurde kfirzlich gegeben 5. Als MaB ffir die Reaktivit~t an p-sti~ndigen 
C-Atomen eines Benzolringes kann die p-Lokalisierungsenerige 2 Lp oder 
die mit ihr gut korrelierende Benzol-Charakterordnung 1 ~benzoid heran- 
gezogen werden. Ziel der vorliegenden Arbeit war die Berechnung der 
Benzol-Charakterordnungen 5 in Polyacenen und deren Diskussion. Wir 
benutzen hierbei die in Abb. 1 dargestellte Numerierung der C-Atome. 

Im Molekfildiagramm eines unendlich langen Polyacens (Abb. 2) sind 
die Bindungsordnungen eines endsti~ndigen und eines mittteren* Ringes 
dargestellt, in Tab. 1 sind die auf fiblichem Wege numerisch berechneten 
benzolisehen Charakterordnungen und die p-Lokalisierungsenergien der 
mittleren und ~uBeren Ringe ffir die ersten 20 linearen Polyacene ange- 
geben. Beide GrSBen, benzolisehe Charakterordnung und p-Lokalisie- 
rungsenergie, ~ndern sich in eharakteristischer Weise: Die benzolische 
Charakterordnung (Benzol: ~benzoid ~ 1 , 0 0 0 )  nimmt rasch ab. Der fiir den 
/tuBeren Ring eines unendlich langen linearen Polyacens charakteristische 
Grenzwert yon Obenzoid ~ 0 , 8 8 5  wird - -  auf drei Ste]len genau - -  bereits 
beim Hexaeen erreieht. Obwohl die Abnahme der benzolischen Charakter- 
ordnung des mittleren Ringes rascher vor sich geht, wird der fiir ein un- 

* Vgl. Bemerkung im Kopf der Tab. 1. 
3 H. A.  Staab, Einftihrung in die theoret, org. Chemie, 3. Aufl., S. 103 bis 

104, Weinheim 1962. 
E. Clar, Polycyc]ic Hydrocarbons I, London 1964, a) S. 34; b) S. 423 bis 

436; c) S. 455--461. 
5 0 .  E. Polansky und G. Der]linger, Internat. J. Quantum Chem. 1, 379 

(1967). 
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endlich langes Polyacen charakterist ische Grenzwert  yon pbenzoJd = 0,800 

erst beim Hexadeeacen erreicht. I n  ghnlicher Weise verha l ten  sich die 
p-Lokalisierungsenergien,  fiir den iiui3eren Ring  erh/ilt m a n  bereits bei 

Pen tacen  den Grenzwert  yon  3,61 ~-Einhei ten,  ffir den mi t t l e ren  I~ing ist 
die A b n a h m e  im al lgemeinen schneller u n d  st/irker, d~s Erreichen des 

Tabelle 1. B e n z o l - C h a r a k t e r o r d n u n g e n  103. Pbenzoid u n d  p - L o k a l i s i e -  
r u n g s e n e r g i e n  Lp l i n e a r e r  P o l y a c e n e  

In  der Spalte mit  v = 1 stehen die Charakterordnungen der randst~ndigen, 
in der ,,Diagonale" die der mitt leren Benzolringe, berechnet nach dem Ver- 
fahren s / ~ m + c. Ist N gerade, so sind als ,,mittlere Ringe" jene zu verstehen, 

dAe die Bindung yon N -4- 1 zu N + 1 enthalten. 

A nzahl 
d. Ringe, 

N 

LO [J~lJ 
Ring- 10 3 " pbenzoid 
Nr.* mitt-  endst~n- 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 lerer diger 
X~ing Ring 

1 

2 

3 
4 

5 

6 

7 

8 
9 

]0 
t l  
12 

J3 

14 

15 

16 
]7 
18 
19 
20 

1000 4 4 

912 3,68 3,68 

893 840 3,31 3,63 
888 825 3,25 3,62 

886 821 811 3,18 3,61 
885 819 807 3,16 3,61 

885 819 806 804 3,14 3,61 

885 819 806 803 3,13 3,61 
885 819 806 802 802 3,13 3,61 
885 819 806 802 801 3,12 3,61 
885 819 806 802 801 801 3,12 3,61 
885 819 806 802 801 801 3,12 3,61 

885 819 806 802 801 801 801 3,12 3,61 

885 819 806 802 801 801 801 3,12 3,61 

885 819 806 802 801 801 801 801 3,t2 3,61 

885 819 806 802 801 801 800 800 3,12 3,61 
885 819 806 802 801 801 800 800 800 3,12 3,61 
885 819 806 802 801 801 800 800 800 3,12 3,61 
885 819 806 802 801 801 800 800 800 809 3,12 3,61 
885 819 806 802 801 801 800 800 800 800 3,12 3,61 

* Numerierung der Ringe vom Rand zur Mitre fortschreitend. 

Grenzwertes (3,12 ~-Einhei ten)  erfolgt aber ers~ beim Undecacen.  E i n e n  
s Gang zeigen die B indungso rdnungen  beim Ubergang vom Benzol 

(Portho ~ 0,667, Pmeta ~ -0 ,  ppara = - - 0 , 3 3 3 )  zum unendl ich  langen 
Polyaeen (s. Abb.  2). 
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Diese Zahlen erkl/iren, warum ein Acen bevorzugt an den mittleren 
Ringen angegriffen wird und aus welchem Grund ferner h6here Acene 
irtstabil sind: Die hohe l~eak~ivit~t der mittleren I~inge entspricht ihrer 
geringen benzolischen Charakterordnung, die Instabilit/it h6herer Poly- 
acene folgt aus der Zunahme der Zahl dieser hochreaktiven ,,mittleren" 

�9 ginge. Da die benzolischen Charakterordnungen mit den p-Lokalisierungs- 
energien ziemlich streng korrelieren i, ergeben diese das gleiche Bild. 

2 N~I 

2 N~-I 

103" P13 = '207  103 "PN, N-~  =-141 

103" P2l = -371 103 ' PN*I,N-~*1 = -437 

Abb. 2. Bindungsordnungen und Benzol-Charakterordnungen (" 10 3) 

Ermittlung der (Irenzwerte 

Bei der Ausfiihrung der geehnungen benutzten wir die yon zwei yon 
uns (G. D. und H. S.) angegebenen 6 Ausdriicke fiir Molekiilorbitale (MO) 
und Eigenwerte linear anellierter Polyacene 

u~(o) 1 1 2~+1 1 /  ( - -  1)m ~ Ysin ~ k m  

(v)~  = ~ + ~ ( ~ + y W ) ,  k = l , 2 , . . . ,  N +  2 ; (2) 

V ~k  _ V17 1/1  16 sin~ 7:k W =  9 + S c o s N + l  " --1-7 2 (N+l )"  

In den G1. (1) und (2) bezeichnen ?m bzw. ~m die 2pT:-Atomorbitale (AO) 
an den Zentren m bzw. m (s. Abb. 1); N is~ die Zahl der anellierten l:~inge. 

(3) 

besitzt die Werte: 

q- 1 fiir MO, die beziiglich sa symmetriseh, 

l - - 1  fiir MO, die beziiglieh oh antimetrisch sind. 

G. Der]linger und H. So]er, Mh. Chem. 99, 1866, (1968). 
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y besitzt die Pc'erie: 

+ 1 fiir bindende MO, 

Y = - - 1  ffir gegenbindende .~r 

~o" sfellt die Kronecker-Del~a-Ftmktion dar:  

8~" = / + 1, wenn i = ], 

L O, werm i:/:]. 

Im  weiteren ist N ungerade zu verstehen; die Modifizierung der Formeln 
ffir Acene mit einer geraden Anzahl yon Benzolringen ist trivial und wird 
daher nicht explizit vorgenormnen. 

p- Lokalisierungsenergien 

Urn die p-Lokalisierungsenergie Lp fiir den mitt lere~ Benzolring eines 
Polyacens mit  4 N  + 2 Atomen  zu berechnen, ha t  man  yon  der Gesamt- 
energie des Acens mi~ N 1%ingen die Energie der beiden Acen-Bruchst i icke 
mi t  je ( N -  1)/2 Ringen abzuziehen. Die Gesamtenergie E= eines Acens mit  
N Ringen betr/igt, wie sich aus den Energieeigenwerten (2) ergibt:  

= ( 4 N + 2 ) ~ + 2 ~  1 +  N W . 
k=l 

(4) 

I m  weiteren setzen wit den Ursprung der Energieskala so an, dab ~ = 0 
ist. Dami t  ergibt sich Lp des mit t leren Ringes:  

~pLraim = 2 ~  ~ ( - - 1 ) k + q  9 + 8 c o s  
k=l N + I  

=•1, 
~ k  ~ ( k + l )  

= 2 ~  9 + 8 c o s  9 + S c O S - - N + ~  " (5)* 
k 3 . , 

% 

* Wenn bei einer Summe Z nur die untere und obere Summationsgrenze 
angegeben sind, dann durchl/~uft der Summationsindex alle natiirliehen Zahlen 
innerhalb dieser Grenzen. L~uft die Summation nur fiber ungerade bzw. 
gerade Werte des Indexes, so deuten wir dies dutch Angabe der ersten beiden 
Werte des Summationsindexes an:  E bzw. E;  in diesen Symbolen ist hier 

k=1,3 k~2,4 
die obere Grenze nicht angegeben. 
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Durch Erweitern der Differenz in (5) mit der Summe der beiden Wurzeln 
folgt : 

x 8 cos N + I  cos N + I  ! 
Lmittl = 2 ~  N 

' V; 1/ 
7:k 7:(k + 1) 

~=l,a + 8 cos ~ -+- 9 ~- 8 cos N - - ~ -  

Die Entwicklung der zweiten Wurzel des Nenners als Taylor-l~eihe an 
der Stelle r~ k/(N ~- 1) fiihrt zu : 

7:k 
5r COSN+ 1 

Lmittl 16 ~ 
k=l 

co~ ~-~-/eo~ ~ + ~ .  ~ ~n N~+~ 

2W 
2 n sin N -~-~ 

r:k §  1 N + t  9 + 8 c o s  N~_ ~ 

[( 1 N 1 - -  cos ~ cos N § 1 7: 
= 8 ~ ~ § s i n -  �9 

~=~, a W (1 - - . . . )  N + 1 W ( 1 - -  ...) 

Beim Ubergang zum Polyacen mit unendlicher Ringzahl (N-~ ~ )  
reduzieren sich die Nenner in (6) einfach zu W. Ferner kSnnen wir die yon 

( r: dureh der Laufzahl k unabh/~ngigen Faktoren 1 - -  cos ~ 2 (N + 1) ~ 

und sin r: durch - - - - 7 :  ersetzen und vor das Summationszeichen 

ziehen. I)amit erh/ilt man 

p = 8 ~ lira 
= , ~ N  ~- 1 k= ,a 

' 1  z~k Wegen ~ cos ~ - ~  < 1 ist der erste Grenzwert gleieh Hull. Da ferner 

Mlgemein fiir jede stetige Funktion f 

N ( ~ _ ~ )  1 ~ ( ~ _ ~ )  
lim 1 ~ f ~ 2 lira f = 

1 ~ ~ (N~-I) i = 2 1 i m  ~ f = f(x) d x  (8) 
N-~+r N @ 1 k= ,4 

(6) 

(7) 
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gilt*, folgt aus (7): 
N 

~pr,mittt = 4 ~ lim ~ k~ 1 ~1 ~ k 
~_~ N + I  = W s i n N @ l  

~/-2 sin x cos x d x 
f 3,123105626 (9) 

V] 6 ]//1 16 
- -  17 sin2 x 

Im Anhang ist die Auswertung dieses IntegrMs angegebem 
Zur Bereehnung der p.Lokalisierungsenergie ffir den endst~ndigen 

Benzolring (Ste]lung 2 und 2 in Abb. 1) ist yon der Energie des Polyacens 
(4 N ~ 2) Atome jene des Aeens mit (4 N -  2) Atomen und jerte yon 
Athylen (2 ~) abzuziehen. Im Gegensatz zu Lp des mittleren Ringes sind 
hier die Eige~sehaften des N-Aeens und des (N -- i)-Aeens fiir groge N 
sehr s so dab man auf dem Wege tiber die mittlere Energie eiaes 
~-Elektrons (s=) zum gesuchten Lp kommt:  Aus 

lim E= 1 ~; ] /  ~ k - -  ~ . l i m  k~= ~ 9 + 8 c o s  --  
4 N + 2 ~_~ 2(N ~- 1) = 1  N ~ - I  

16 
- -  --7: J v l - - 1 7 - s i n  2 x d x  = 

= ~ (9 U + 8 G) --~ ~- (17 T o - -  16 T,,) = 1,402835526 ~ (10) 

folgt fiir r, end~t ~ p  : 

Lendst 4 s=- 2 ~ = 3,611342102 ~. (11) p 

Das in (10) auftretende Integral sowie die Hilfsgr6gen U, G und T,  sind im 
Anhang erl/iutert; sie werden hier und in der Folge iibersichtlichkeitshalber 
angefiihrt. 

Bindungsordnungen des mittleren Benzolringes 

Die Bindungsordnung p~:i ist bekanntlieh definiert dureh 

k 

worin die Besetzungszahl nk fiir besetzte MO den Wert 2 und fiir nicht- 
besetzte den Wert 0 hat ; in diesem Falle sind alle bindenden 3/[0 (5' = d- 1) 
doppelt besetzt, alle gegenbindenden MO unbesetzt. Die Mlgemeinert Aus- 
driicke fiir die LCAO-MO-Koeffizienten Clk k6nnen G1. (1) entnommen 
werden. 

* Die Summen in (8) k6nnen als Riemannsche Summen aufgefaB~ werden~ 
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Da die Polyacene alternierende Kohlenwasserstoffe sind, ergibt sich 
eine Reihe yon Bindungsordnungen zu NullT: 

P~u : P~*;* : Pgg = P-g~ : P @  : P~g : O. (12) 

Hierin stehen u und u allgemein fiir die ungeradzahligen, g und g fiir die 
geradzahligen Zentren in Abb. 1. 

Unter Verwendung der in G1. (1) enthaltenen Ausdriicke fiir die sechs 
LCAO-MO-Koeffizienten der den mittleren Benzolring aufbauenden 
Atome erhalten wir fiir die Bindungsordnung zwischen dem sekunds 
und dem benachbarten terti/~ren C-Atom des mittleren Ringes 

1 2 lim ~ 7:k s i n ~ N + l s i n ~ N + ~  
2P~r N+I-- 2 N + 2  N-~ k=l,8 9 + 8 c o s  N + ~  

k. (~3) 

Wegen des letzten Faktors sin ~ k  fallen alle Glieder fiir gerade k weg. 
2 

Unter Verwendung der fiir ungerade k geltenden Identit/~t 

7:k sin 2 N + I  -- W 1 +  cos (14) 
9 + 8 c o s N _ / ~  

kann (13) umgeformt werden in 

p • ,N+l=  lira 4 ~ 1 ( 7:N_L) 
~r174 N + I  ~ s W  l + e o s  = 

4(U + G) = 4 (T O - - T 2 )  = 0,5921682745. (15) 

Analog erh/~lt man fiir die Bindungsordnung zwischen zwei benachbarten 
terti/iren C-Atomen des mittleren Ringes: 

1 1 1 ~ N k  1 ~ [ 1  1 7:Nk~ 
PN, ~ = l ira - -  '1 - -  s ins  = lira k ~  1 -l~ x ~ - ~ |  

~Nk ~k W e g e n c o s ~ +  1- -  ( - - 1 ) k c o s N ~ l a s s e n s i c h d i e G l i e d e r m i t c o s ; ~ k  1 

in zwei Summen, and zwar in eine mit geraden k und in eine mit ungeraden k, 
zusammenfassen, wobei wegen (8) die entsprechenden Grenzwerte entgegen- 
gesetzt gleich sind und daher zusammen ~qull ergeben. Daher erhalten wit 
schlieBlieh 

p~r ff -- 2 U = T o = 0,4369979531. (16) 

7 L .  S a l e m ,  Molecular Orbital Theory of Conjug. Systems, S. 38--39; 
New York und Amsterdam. 
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F i i r  die p a r a - B i n d u n g s o r d n u n g e n  zwischen den terti/~ren (p~, ~40) 
bzw. sekundi i ren  C-Atomen (P~+a ,~+])  des mi t t l e r en  Benzolr inges  

e rha l ten  wir  auf gleiche A r t :  

N 
P~,~+2 l ira 2 Z ~_l_ . 2r:  k = sm ~ - - 2 G = T  o - - 2 T ~ =  

z ~  N @ 1 t:=l,S W N @ I  

= - -  0,1409138158, (17) 

P x + l , ~ i =  lira - - 2  
1 

~ - ~ N d - l k = ~ 3  W 2 U = - - T  0 = - 0 , 4 3 6 9 9 ~ 9 5 3 1  (18) 

Die anderen  :Bindungsordnungen sind wegen (12) Null .  

Wie aus Tab. 1 zu ersehen is~, n~hern sich die Charakterordnungen der 
Benzolringe, wenn man vom t~and ins Inhere fortschreitet,  sehr rasch denen 
des mit t leren Benzolringes. Dasselbe gilt  auch ffir die Bindungsordnungen s, 9 

Daher ist es sinnvoll, auch die mit t lere ortho-Bindungsordnung ]~ eines un- 
endlich langen Polyacens zu berechnen: 

1 2 1 
]? = ~ (4pN,~+I + pN,~) = g (9 U + 8G) = ~ (17T  o -  16T~) = 

= 0,5611342102. (19)* 

Bindungsordnungen des endstiindigen Benzolringes 

Durch  U m f o r m u n g  yon  

1 2 -~ 1 1  l ira =~1 [ / 1  sin 7~ k ~ 2 k Pl.~ 
~-~oo 2 ( N + l )  k= 9_}_8 e o s ~  1 2 N - I - 1  sin 2 N + I  

erg ib t  sieh 

2 8 ~zk ~xk 
1312--lira - - - -  - -  cos 2 - -  sin 2 - -  1 6 ( T 2 - - T ~ )  = 

~ N + I ~  tW 2(N +,l) 2-(N + 1) 
= 0,7425864274. (20) 

* Wir weisen attf den Zusammenhang zwischen ~ [GI. (10)j und p hin; 
fiir Kohlenwasserstoffe gilt 

Anzahl  der Bindungen 
r = 2 ~ 1 ~. Anzahl der bindenden Elektronen ' 

in unserem Fal l  ergibt sich: 

5 5 - 
z~, = 2 ~ ) "  T = ~- ~p. 

s C. A. Coulson und A. Streitwieser, Dict ionary of n-Electron CMcula,t., 
S. 39, 44 und 59, Oxford und London 1965. 

Heilbronne~'.Straub, Hfiekel Molecular Orbilbals, Springer-Verlag: Berlin- 
Heidelberg-New York 1966. 
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F a r  P2a erh/ilt m a n  aus 

1 2 ~ - ' / 1  
P23 : l im =~1 V ~ - ~  2 ( N ~ -  1) k =  

in analoger Weise 

P2~ = lim 2 ~ ~cos8  2 7: k 
:~-.oo N + 1 ~=1 2 N-I -1  

~ k  
9 q- 8 cos - - - -  

N + I  

r: 2k  
sin 

2 N q - 1  

r: 3k  
sin 

2 N + I  

sin 
r~ k [ 7: k 
2 N + l [ 3 s i n 2  N + I  4 sin 3 -2- 

= 16 [(3 T 2 - -  3 T4) - -  (4 T 4 ~ 4 Ts)] -= 16 (3 T 2 - -  7 T 4 ~- 4 Tr = 

= 0,5281992785. (21) 

Ebenso ergibt sich: 

2 1 k 7~ 
p ~  = lim ~ - -  2T~  = 2 ( U - - G )  = ~_,~ N q - ~  = l w S i n 2 2 N q - 1  

= 0,5779117689. (22) 

:r 1 . 2 ~  3 k  
p ~  = l im 2 ~ ~ -  sm 

N-~| N - } - I  ~=r 2 N ~ - I  

lira 2 ~ 1 { - - - -  - -  ~] ~ 3 s i n T :  k 4 sin a 

= 2 (9 T~ - -  24 T 4 -~ 16 T~) : 0,4707181945. 

r k )~_= 

2 N §  

(23) 

Fiir die para-Bindungsordnungen des endst/tndigen Benzolringes folgt : 

2 ~ 1 = k 
~-+lim~ N + ~  k~== 1 W sin 2 N + 1 

7~ 3k  
sin 

2 N + l  

= 2 (3 T ~ - -  4 Ta) = - -  0 ,2066185552,  (24) 

N 
p .2~=l im 2 N - - 1  r: 2k  

~_~  N +  1 k ' ~ = l W -  sin2 2 N +  1 - -  

lim 8 x __ 1 
1(+~ N ~- 1 k=l 2 N + l  

k 
COS 2 

2 N + l  

: - -  8 (T 2 - -  T~) : -  - -  0,3712932137. (25) 

Die anderen Bindungsordnungen sind wegen (12) Null. 
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Berechnung der Benzolcharalcterordnungen 

Es wird die yon zwei yon uns (0. E. P. und G. D.) abgeleitete Formel 5 
angewendet : 

1 
~benzoi4 : 9 -  (2 E portho - -  E Ppara) �9 (26) 

Setzt man fiir den mitt leren Ring die in den Gln. (15) bis (18), iiir den 
endst/~ndigen Ring die in den Gln. (20) bis (25) angegebenen Bindungs- 
ordnungen in GL (26) ein, so erh/ilt man 

pmutl --~ 0,8004626215~ (27) 
benzoid 

~endst  = 0,8849925638. (28) 
benzoid 

Bradburn, Coulson und RushbrooIce ~~ geben fiir ~,~ den Wert 1,4028 ~ und 
ftir die mittlere Bindungsordnung ~ ~-- 0,5611 an. Diese auf vier Dezimalen 
angegebenen Werte s t immen mit  den yon uns berechneten [G1. (10) und 
(19)] iiberein. 

Um die numerischen Rechnungen ausfiihren zu kSnnen, mvBten 
Programme in For t ran IV  ffir die Berechnung der Charakterordnung, der 
hyperge0metrischen Reihe und der Betafunktion B (~z, k) mit  (~ ~-X) 
ganzzahlig verfaBt werden, welche bei einem yon uns (H. S.) angesprochen 
werden kSnnen. 

Dem Vorstand des Inst i tuts  ~iir Numerische l~athematik an der 
Technischen Hochschule Wien, Herrn Prof. Dr. H. J .  Stetter danken wir 
fiir die Bereitstellung von 1%echenzeiten an der elektronischen Rechen- 
anlage IBI~ 7040 der Technischen Hochschule Wien. 

Anhang 

Berechnung einiger elliptischer Integrate 

Die vo]lstimdigen Legendreschen Normalintegrale erster11; 13 b, c und 
zweiter11; 12a, 13b, c Gattung sind gegeben durch 

lo M.  Bradburn, C. A .  Coulson und G. S. Rushbroolce, Prec. Roy. Soc. 
(Edinburgh) 62 A, 336 (1946). 

11 E. Jahnlce und F. E~de,  Funktionen~feln mit Formeln und Kurven, 
Leipzig und Berlin 1923, Kapi~el XI :  Elliptische Integrale und Funktionen. 

1~ W. GrSbner und N .  Hojreiter, Integraltafel I, Wien 1961, a) S. 59; 
b) S. 64. 

23 W. Gr6bner und N.  Ho]reiter, Integraltafel I I ,  %,Vien 196l, a) S. i - -2 ;  
b) S. 39--40; c) S. 104--106; d) S. 171. 
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K(•  4 x  - 1 § • 

2 2 ' 2 '  ' 

bzw. 

=/2 2 [  (1) e• ~2"4]i1"3]z• ~2"t1"3"--5t2• 6] 5 E(• Vl--• sin 2 x d x =  1-- --  -- 

~ F (  - 1 1 ) : 2 -  2 '  2 '  1; • , I •  

Die darin auftretende hypergeometrisehe Reihe F ( . . . )  ist definiert 
alslaa 

(~; ~; ~)(~; ~; v) 
y)---- ~=0 v! (7; 1; ~) y~; l y [ <  1, ~ , # 0 ,  - - 1 ,  - - 2  .... 

die einzelnen Glieder enthalten Ausdriicke der Form 

(m; d; v) : m(m + d)(m + 2d) . . .  Ira-t- ( v - -  1)d] (32) 

mit 

(m; g; 0) = 1. (33) 

Bildet man yon der~ 6fters auftretenden Summen des Typs N + 1 k ~ _ - l l  N sin~wX 

den Grenziibergang flit N ~ eo, so ergibt sieh allgemein: 

] 
(30) 

(31) 

=/2 
1 N 1 7~ k __ 2 f sin ~ x dx  = 

lim k~= W sin'~ 2 N + 1 7:V17 d ] / - : - - ~ - - - 2  
N ~  N + I  =1 o V l - ~ s i n  x 

B ? F �9 . (34) 
= 2 ' 2  2 ' 2 '  2 ' i 7  

Das in (34) auftretende Integral ist ein elliptisehes wie in (29) und (30). 
Fiihrt man anstelle des bier konstanten Werges 16/17 den Parameter • 

ein (start V1~7 ist Yl - • zu setzen), so ergibt sich eine Funkt'ion yon x : 

2V1- - •  ?/2 sin 2 x d x  
T~ (• 

x 1/1 __ • sin2 x 

-- 7: 2 ' 2 2 ' 2 2 x2 (34a) 
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Der Parameter • beriicksichtigt also eine Flexibilit/~t des in (34 a) 
enthaltenen Integrals; ffir unsere Zwecke ist stets • = 16/][7, und deshalb 
kann in der Folge auf die Angabe von • zumeist verzichtet werden. 

Die Betafunktion (Eulersehes Integral 1. Gattung) 13a, 4 ist gegeben 
durch 

1 

B (~, X) = B ()~, ~z) = f x~-I (1 - -  x) z-1 d x. (35) 
6' 

In  dea Betafunktionen, die uns bier interessieren, sind sowohl ~ als auch 
k halbzahlig, n - - [ z  + ~ aber ganzzahlig; sie werden am einfachsten 
berechnet gemKl~ 

B(p.  n - - ~ )  = n _ _ _ _  
n - -  i sin { ~ '  '~ # 0, i 1, • 2, . . . .  (36) 

Die Werte der Betufunktionen, der hypergeometrischen Reihen und 
der T~ sind fiir einige Argumente in Tab. 2 angegeben. 

Tabelle 2. 

Wer~e ffir 13 ' 2- ' f f i r  F ' 2 - '  ~ 2 - '  17 und  ffir Tv 

v B/= F T~ 

0 1 1,801788719 0,4369979531 
2 1/2 2,382791265 0,2889558844 
4 3/23 2,666761307 0,2425442327 
6 5/24 2,849740298 0,2159886076 
8 35/2 ~ 2,982029854 9,1977632548 

10 63/2 s 3,084037045 0,1840753816 
12 231/21~ 3,166036050 0,1732221474 
14 429/2 I1 3,233910526 0,1642974712 
16 6435/215 3,291333703 0,1567639047 
18 12155/21G 3,340746016 0,1502775240 
20 46189/2 is 3,383847024 9,1446055289 
22 88179/219 3,421864878 0,1395833597 
24 676039/233 3,455713936 0,1350906122 
26 1300075/223 3,486091875 0,1310366780 
28 5014575/2 e~ 3,513542140 0,12735i7583 
30 9694845/2 ~6 3,538495552 0,1239810117 
32 300540195/231 3,561298866 0,1208806145 
34 583401555/232 3,582234892 0,1180150297 
36 2268783825/2 a4 3,601536988 0,1153550690 
38 4418157975/2 a5 3,619399704 0,1128764852 
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E (• ka lm auf ein K (• und  ein T~ (z) gemg$ (29) und (34) zuriick- 
gefiihrt werden:  

~[2 d x ~/2 sin 2 x d x 
E (• = f - - •  j - 

o V I - •  2 sin2 x o V I - •  2 sin2 x 

= K ( • 2 1 5  , �9 F 2 ' 2 

7: 
= K (• - -  • - -  T 2 (• (37) 

21/V~• 

Fiir zwei hgufig auf t re tende Grenzwerte werden eigene Symbole  verwer~det 

U = l i m  1 -'r 1 _ 1 ( V 1 6 )  T O 
N + ~ N + l k = I , ~  ~'  W 7 : /1~  K ] 7  - -  2 - -  0,2184989765 (38) 

1 x~ N 1 7: k T O 
G lira~o N + 1 k--~l, 8 W cos N § 1 - -  2 T2 = 0,07045690792. (39) 

Zur numerischen Berechnung wurden die Werte  der Tab. 2 heran- 
gezogen; sie enthal ten u . a .  die Iti lfsintegrale T~ fiir das Argument  
• = 16/17. 

Das fiir (9) benStigte In tegra l  lggt  sich elementar  auswerten:  

/-mi$tl 16 ~ sin x COS x d x __ - ] =/2 

-P - VI~ W 16 vy~t 16v - ~ s i ' 2 X ] o =  
o 1 - -  17 sin2 x 

--= ( V ~ -  1) ~ = 3,123105626 ~. (40) 

I n  (10) t r i t t  der Ausdruck  

lira 1 x ] /  7: k 9 + 8 cos - -  
~ |  2 ( N q -  1) =1 ~ N q -  1 

auf. Dieser kann  mi t  x -  

darin ist 

7:k 
2 ( N +  1) 

umgeformt  werden in 

(v - -  - -  1 - -  sin 2 x d x ~  - -  E 
n o  ~7 ~ i ~  ' 

(y ) E f 7  = 1,068887916. 

(41) 

(42) 

(43) 


